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Introduccidn. Ei objetivo de este articulo es mostrar el empleo
de dos identidades algebrdicas y una trigonométrica que condensan, de
una manera muy clara, el camino que se requiere seguir para obtener las
raices de las ecuaciones cibicas y cudrticas con coeficientes complejos
por las férmulas tradicionales.

1 Ecuaciones cubicas. El método de Car-
dano

Como es sabido, el método de Cardano para resolver ecuaciones cubicas
se apoya en el empleo de una ecuacién cuadraitica auxiliar a partir de
cuyas raices se construyen las de la ciibica. Para simplificar la obtencién
- de las férmulas de Cardano nosotros sugerimos el uso de la siguiente
identidad compleja

(A+ B +C) (A+wB+w20) (A+w2B+wC) = A3+ B*+ C*-34BC,

en la que w es una raiz cibica compleja de la unidad distinta del uno.
Veamos ahora cémo se aplica esta identidad. Dada la ecuacién cubica
general con coeficientes complejos

az3+bx2+c:v+d:0,
en la que a # 0, multipliquemos ambos miembros por 27a?

27a323 + 27a%bz® + 27a%cx + 27a%d = 0.
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Ahora, transformando sucesivamente la ecuacién se puede exhibir de
las siguientes formas,

(3az)’ + 3 (3az)?b + 9 (3az) ac + 27a%d = 0,
(3az + ) — 3 (3az) (~3ac + 1) + 27a%d - b* = 0,
(3az + b)® + 27a%d — 9abc + 2b° — 3 (3az + b) (—3ac + b2) = 0.

Comparando esta tltima expresién con el miembro derecho de la iden-
tidad encontramos que si hacemos

A=3ax+b, B +(C%=27a%d —9abc+26° y BC = —3ac + b2,

podemos resolver por medio de ésta la ecuacién. Para esto, tiinicamente
faltan por determinar los valores de B y C. De las relaciones siguientes

B*+C* = 27a’d — 9abc + 2b°,
BC® = (-3ac+¥)’,
tenemos que B3 y C? no son més que las raices de la ecuacién cuadratica
2 — (27a%d — 9abe + 2°) t + (~3ac + 12)° = 0

a la que se suele llamar la resolvente de la ecuacién ciibica. Sélo hay
que tener en cuenta, en adicién, que B y C deben cumplir con que

BC = —3ac + b%.

2 Ecuaciones cibicas. El método trigono-
métrico
Para resolver la ecuacién ctibica por medio de funciones trigonométricas
se usard la siguiente identidad cibica del seno del dngulo triple:
4sen >0 — 3senf +sen 30 =0.

Necesitamos preparar esta identidad para adaptarla a nuestros pro-
positos. Para esto, multipliquémosla por 2 y reescribamosla a conti-
nuacion:

8sen %0 — 6sen + 2sen30 = 0,
(2sen8)® — 3 (2sen6) + 2sen30 = 0.
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Ahora, dada la ecuacién ciibica
3 2 _
az® + bz +cx+d=0,

en la que a # 0, por la seccién 1 sabemos que puede ser reescrita de la
siguiente manera:

(3az +b)° — 3 (3az +b) (—3ac + b?) + 27a%d — 9abc + 25° = 0.

Una precisién antes de continuar: el caso en que —3ac + b? es igual
a cero, tiene una resolucién bastante conocida y por ésto se omitira.
Luego, en lo que sigue de esta seccién siempre se supondra que —3ac +
b? # 0. Escojamos un nimero complejo r tal que

r? = —3ac + b2.

Dividamos ahora la ecuacién ciibica entre 73 y transformemos sucesi-
vamente sus términos para obtener la siguiente secuencia:

(3az +b)° _ 3(3az +b) (=3ac + b?) N 27a%d — 9abc + 2b°

3 3 3 = 0,
3az +b\° 3az +b\  27a2d — 9abc + 263
- -3 + = = 0.

Por lo que, comparando esta igualdad final con la identidad cibica
de seno tenemos que haciendo

27a%d — 3
gsenf = 22E 0 o ocen3g = 27074~ 9abe +2b
T

’
r3

podemos resolver el polinomio ciibico. Para ello, escojamos un nimero

complejo ¢ cualquiera tal que

27a%d — 9abc + 2b3
2r3 ’

senp =
Luego 0 y ¢ se relacionan de la siguiente manera:
30 =9¢+2nm, para n=0,12.

Es decir,
©+ 2nmw

f = :
3

para n=20,1,2.
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3 Ecuaciones cuarticas. El método de Eu-
ler

Para el caso de la ecuacién cudrtica, los métodos que suelen usarse para
su resolucién son los de Ferrari y de Descartes; sin embargo, a nuestro
juicio estog dos métodos no se comparan, en cuanto a sencillez se refiere,
con el método de Euler, cuya formulacién por medio de una identidad
daremos a continuacién. El producto notable que sugerimos emplear
para facilitar la obtencién de las férmulas de Euler es el siguiente:

(A+B+C-D)(A+B-C+D)(A-B+C+D)(A-B-C-D)=
=A*+ B*+ C*+ D*—242B? — 24%C? - 2A%2D? — 2B2%C? — 9B?D?-
~20?D? —8ABCD.

Para esto, reescribamos la identidad con su lado derecho expresado
de la siguiente forma:

(A+B+C—-D)(A+B-C+D)(A-B+C+D)(A—B—C-D)=
= A* —247 (B> + C* + D*) - 84BCD — 4(B*C* + B*D? + C*D?) +
+(B2+C? +D2)2 :

Apliquemos ahora esta identidad. Dada la ecuacién cudrtica general
con coeficientes complejos
az® +brP + e’ +dr+e=0,
en la que a # 0, multipliquemos ambos miembros por 256a3:
256a*z* + 256a%bz® + 256a°cz? + 256a%dz + 256a% = 0.

Como en el caso de la clibica, usemos transformaciones para exhibirla
en las siguientes formas:

(4az)* + 4(4az)’b + 16(4az)?ac + 64(4az)a’d + 256a%e = 0,

(4az +b)* — 2(4az)?(—8ac+ 3b%) + (4ax)(64a’d — 4b) + 256a%e —b* = 0,
(4az +b)* — 2(4az +b)*(—8ac + 3b*) — 8(4ax + b)(—8a’d + 4abc — b¥)+
+256a% — 64a’bd + 16ab%c — 3b* = 0.
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Comparando lo anterior con el producto notable, encontramos que
si hacemos

A=4daz +b, B?+C?+ D?=—8ac+ 3b?, BCD = —8a’d+ 4abc — b3
y
2
—4 (3202 +B2D?% + 02D2)+(B2 +C0%4+ D2) =256a3e—64a2bd+16abc—3b?

podemos resolver por medio de éste la ecuacién. Para lograr ésto
notemos que

—4(B*C? + B*D* + C*D?) = 256a’e — 64a”bd + 16ab%c — 3b* —
2
_ ( B2+ C? + Dz)
= 956a%e — 64a2bd + 16ab’c — 3b* — 64ac? +

+ 48ab%c — 9t
=_4 [—64a3e + 16a2 (bd + c’~’) — 16ab’c + 3b4] .

De donde
B2C? + B2D? 4+ C2D? = —64a3e + 1602 (bd + c2) — 16ab%c + 3b%.

Luego, hemos arribado a las siguientes relaciones entre B2, C? y
D?:

B2+ C*+D? = —8ac+3b?,
B2C%+ B2D? 4+ C?D? = —64a%e + 1602 (bd + 02) — 16ab%c + 3b*,
2,2 N2 2 3)2
B2C®D? = (—8a d+4abc—b) :

las cuales nos indican que B2, C? y D? no son més que las tres soluciones
de la ecuacién cibica.

83— (—Sac + 3b2) 2 + [—64{133 + 1642 (bd + cz) — 16ab’c + 3b4] t—

— (—8a2d + 4abe — b3)2 =0

a la que similarmente al caso de la cibica se suele llamar la resolvente
de la ecuacién cudrtica. De nuevo, sélo hay que tomar adicionalmente
en cuenta que B, C'y D deben cumplir con que

BCD = —8a%d + 4abc — b°.



