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Segunda Etapa

Sabado 9 de junio 2018

Problema 1. Considera tres reales positivos tales que a + b+ ¢ =4 y abc = 1. Muestra que
a® +8a > (b—c)2
Problema 2. Encuentra todas las matrices A € Magigx2018(C) tales que
A% 420171 = 2018A.

Nota. I denota la matriz identidad.
Problema 3. Muestra que la siguiente serie converge y encuentra el valor de ella:

S resiy [ V- VT
T; ( n(n+1) ) '

Problema 4. Demuestre que existe un real positivo C' > 1 con la siguiente propiedad: Para
cualesquiera (n, s,t) enteros positivos con s, ¢ primos relativos, s > (n — 1)¢, y t > 1 se cumple que:

mem(s, (s —t), (s — 2t),...,(s — (n — 1)t)] > C"™.

Problema 5. Se eligen 2018 puntos al azar con probabilidad uniforme sobre un disco. Determine
la probabilidad de que el centro del disco quede dentro de la envolvente convexa de esos 2018 puntos.
Problema 6. Sea F' un grupo libre generado por n letras con n > 2. Muestra que para cualquier
morfismo no cero

p: F—=Z,

se cumple que
{g9€F:¢(g) =0}

no es finitamente generado.
Soluciontes

Problema 1. Notemos las siguientes equivalencias



a?—(b—c)’+8a>0& (a+b—c)at+c—b)+8a>0
o (4—2¢)(4—2b) +8a > 0
S (2-¢)(2-b)+2a>0
&4—-2(b+c)+bc+2a>0
S4-2a+b+c)+bc+4a>0
< be+4a >4

Pero la ultima equivalencia es cierta pues por MA-MG se cumple lo siguiente:

be + 4a

> Vdabc = 2
2

O

Problema 2. Notemos que la condicién del problema quiere decir que el polinomio p(x) =

x? — 2018z + 2017 anula a A, por lo tanto si g(x) es el polinomio minimo de A, ¢(z) | p(x) =
(x —2017)(z — 1), luego

(z —1)
q(x) =< (x—2017)
(x —2017)(x — 1)

en cualquier caso la matriz A es diagonalizable, pues el polinomio minimo no tiene raices multi-
ples. Luego la matriz diagonal es de la forma

AL O - 0
0 Ay - 0

D=1|. (1)
0 0 A2018

donde \; € {1,2018} (pues son los posibles valores propios de la matriz por ser las raices de
q(x)). Por tltimo cualquier matriz similar a (1) cumple, entonces la respuesta es todas las matrices
similares a una matriz como (1).

O
Problema 3. Notemos que se cumple la siguiente identidad

arcsin(z) — arcsin(y) = arcsin(z /1 — y2 — y V1 — 22)

. . _ L _ 1 .
entonces si aplicamos esto para x = mYY = se obtiene

1 1 1 1 1 1
arcsin { —= | —arcsin | —— | — arcsin [ —=¢/1 — — 1——
<\/ﬁ) (\/n—|—1> <\/ﬁ n+1 n+1V n)

= arcsin <M>

n(n+1)




Lo anterior implica que

o n

o fv/m—/m+1 , . < 1 ) . ( 1 )
E arcsin | ————— | = lim E arcsin [ — | — arcsin [ ——
— ( m(m+ 1) =0 L= Vm vm+1

1 1
= lim arcsin | —= | — arcsin [ ——=
g i (7)o (75 )
= arcsin (1) — arcsin (0) = = — 0 = T
2 2
Problema 4. Demostremos primero el siguiente lema.

Lema:
> [[rey (s — (k= 1)¢)

n!

[s,8 —t,..., s — (n— 1) ]

Prueba. Sea f (p) = max{vy (s),vp (s —t),vp (s —2t),...,vp (s — (n — 1) t)}. Entonces, vamos a
tener que:

[s,8—t,....,s —(n—1)t] = H p/®

p primo

Por lo tanto, basta demostrar que:

op (Hs—<k—1>t> — /() < vy ()
k=1

Sea i tal que s — it es de donde se saca el f (p). Entonces, vamos a tener que:

n—i—1
vp< H s—(i+k)t> =vp((n—i—1))
k=1

i—1
Up (H s — k:t) = v, (i)

k=0

Y tenemos que vy, ((n — i — 1)!) + v, (i) < v, (n!) porque () es entero. Con ello queda demostrado
el lema.
Regresando al problema vamos a tener que:

s—(n—-1t>1,s—(n—2)t>3,...,s>2n—1
Esto nos dice que:

(2n — 1)1t _ 2n—t
>
n! n

memls, (s —t),...,(s— (n—1)t)] >
De aqui se sigue claramente el problema.

Problema 5. Damos dos soluciones para el problema



Solucion 1. Llamemos 6 al centro del disco. Veamos que dados los n puntos en el disco el centro
esta en el casco convexo de ellos si y sélo si estd en el casco convexo de los n puntos que resultan de
proyectar desde 6 los n puntos originales a la circunferencia que encierra el disco. Por lo anterior,
trabajemos solo el caso de los puntos sobre la circunferencia.

El caso n = 3 se puede calcular facilmente de la siguiente manera: dados tres puntos zi,z2 y
x3, pensemos en el didmetro D que pasa por x1 y el didmetro Dy que pasa por zo. Para que 6 esté
en el casco convexo de los tres puntos, necesitamos que z3 esté en el semidisco determinado por
Dy que no contiene a 2 (lo cual tiene probabilidad 1/2) y ademds necesitamos que x3 esté en el
semidisco determinado por Dy que no contiene a x1 (lo cual también tiene probabilidad 1/2). Asi

la probabilidad buscada es:
1 1 1

SR
Puesto que un punto esté en el casco convex de n puntos si y sélo si esta dentro de un tridngulo,
podemos calcular la probabiliadad de que un punto no este dentro del casco convexo como la
probabilidad de que no esté dentro de ningun triangulo de una triangulacién.
La tridngulaciéon que consideramos es la definida por unir un punto z; con todos los demés
puntos, de esta forma se tienen n — 2 triangulos. Luego como los eventos de que 6 no esté dentro de
dos triangulos distintos son independientes, la probabilidad de que 8 no esté en el casco convexo es

n—2
(-3
4

por lo tanto la probabiliadad buscada es 1 — (%)n72‘
O

Solucion 2. Llamemos 6 al centro del disco. Dados n puntos, sea P, la probabilidad de que al
tomar n puntos, 0 esté el casco convexo de los n puntos.

Evidentemente P, = 0. Por otro lado, P3 = 1/4 y se puede calcular ficilmente de la siguiente
manera: dados tres puntos z1,zs y x3, pensemos en el didmetro D que pasa por z1 y el didmetro
Dy que pasa por xo. Para que 0 esté en el casco convexo de los tres puntos, necesitamos que T3
esté en el semidisco determinado por D; que no contiene a x2 (lo cual tiene probabilidad 1/2) y
ademds necesitamos que x3 esté en el semidisco determinado por Dy que no contiene a z1 (lo cual
también tiene probabilidad 1/2). Asi:

1 1
X == -,
2 4
De esta manera, dados n + 1 puntos en el disco, digamos x1,...,x,+1, la probabilidad P, 41
la podemos calcular de la siguiente manera. Por un lado, la probabilidad de que 6 esté en el
casco convexo de los puntos z1,...,x, es P,. Si 6 no esta en dicho casco convexo, entonces los
puntos x1,..., T, se encuentran todos en un sector circular determinado por dos de dichos puntos.
Sean x;, y x;, los puntos que determinan dicho sector (es decir, aquellos puntos para los cuales el
angulo Zx;0x; es maximo). Entonces, dados D y Dj los didmetros determinados por z;, y zj,,
respectivamente, para que 6 esté en el casco convexo de z1,...,Zy+1 (que es lo mismo a que 6 esté
en el casco convexo de x;,, %, ¥ Tny1) Necesitamos que =41 esté en el semidisco determinado por
D; que no contiene a x;, y también necesitamos que esté en el semidisco determinado por Dy que
no contiene a x;,. Ambas situaciones tienen probabilidad 1/2 y por lo tanto,

1 3 1

P =

N | =



De esta manera, podemos observar que las probabilidades P,, estan dadas por las sumas geométri-

cas:
1
3 1 1
P="x=-4=
tT1%17a
1 n—3 3 k n—2
P’I’L = — — = ]_ — §
4 4 4
k=0
En particular Pop18 =1 — (%)2016
O
Problema 6. Consideremos {a1,...,a,} una base de F. Si

m.c.d.(p(a1),e(az),...,p(ay)) =d,

consideremos g = ¢/d. Como la imagen de la base es un conjunto de enteros primos relativos,
existe una combinacién lineal entera de estos enteros que da 1. En F' se cumple que cualquier
palabra x que tenga como suma de exponentes, en cada generador, el coefieciente respectivo al de
la combinacién lineal cumplira que ¢(z) = 1, definamos z; = a; y 2 = wa;, como la imagen de
x1,T9 son primos relativos existe una combinacion lineal de ellos que da 1, luego podemos contruir
y1 v y2 palabras en F' que involucran solo a x1 y z2 tales que @(y1) = 1 v B(y2) = 0. Despties es
posible extender de forma inductivoa y1, y2 a una base de F' tal que $(y;) = 0 para cada i > 2. Con
esto es posible obtener una factorizaciéon de @ como

F—F -7

donde f : F — Fy =< a,b > satisface f(y1) = ay f(yi;) = bparacadai > 2;¢9: Fy, — Z
satisface g(a) = 1 y g(b) = 0. Ahora si se muestra que el kernel de g no es finitmanete generado,
entonces el kernel de » tampoco lo és.

Para ver esto notemos que la familia

{ab"a™n € 7}

genera al kernel de g y no hay conjunto finito de palabras que genere a este conjunto.



