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Segunda Etapa

Sabado 17 de junio de 2017

Problema 1. Sea {a,} una sucesién de nimeros reales que cumple:
| | al = 1

= a;, Gi+1, QGi+2 estan en progresién geométrica o en progresion aritmética si ¢ es impar o par,
respectivamente.

Encuentra los valores de as para los cuales asgi7 = 10092

Problema 2. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita con producto interior. De-
muestra que si existe un automorfismo antisimétrico (es decir, A : V' — V lineal, biyectivo y para
el cual (A(z),y) = —(x, A(y)) para todo z,y € V), entonces la dimensién de V es par.

Problema 3. Sea f : [0,1] — (0,00) una funcién creciente. Para cada n € N, considera
P, ={0=tp <tp1 < ... <tpy =1} la particién de [0, 1] para la cual

[l

Para cada i = 1,2,...,n, encuentra el siguiente limite

Problema 4. Una funcion f : N — N es 2017-amigable si es posible encontrar un entero n tal
que cada uno de los ntimeros del 1 al 2017 aparezcan en f(n) como subnimeros, es decir, como
numeros formados por una subcadena de digitos consecutivos que no empiece en cero. Por ejemplo,
los subnumeros de 1103 son 1, 3,10,11, 103,110, 1103.

» Muestra que f(n) = 2017n es 2017-amigable.

» Muestra que f(n) = (2017n)?°17 es 2017-amigable.

Problema 5. Encuentra todas las funciones f : R — R que satisfacen la siguiente ecuacion

flz=1fy) = fly—1f(z) +2(zy — 1)(z —y)

para cualesquiera =,y € R.



Problema 6. Sea f : [0,1] — R tal que para cada z,y € [0, 1] se cumple que

[f(2) = F()] <z —yl.

Muestra que para cada e > 0 existe una familia {R;}$°; de rectdngulos con lados de medidas a; < b;
de manera que cubren a la grafica de f y

oo
E a; < €.
=1

Nota. Los rectangulos no necesariamente tienen lados paralelos a los ejes.
Soluciontes

Problema 1. Supongamos que as = a.

ai , as , a3 en progresiéon geométrica = az = a’.

as , ag , aq en progresion aritmética — aq = 2a3 — az = a(2a — 1).
2

az , a4 , as en progresién geométrica = as = 4 = (2a — 1)%.

Por induccién se puede comprobar que:

Aoy = (na— (n—1) )( (n—1)a— n—2))
2
aont1 = (na —(n— 1))
Por lo que: ago17 = (1008 - a — 1007)% = 10092 que tiene por soluciones a =2y a = —5—(1)4.
Problema 2. Damos dos soluciones al problema
Solucion 1. Observe que A no tiene valores propios reales, pues si A es un valor propio real
asociado a z, tendriamos:

Mz, z) = (Az, x)
(A(), )
—(z, A(z))

= —\zx,z)

De donde se concluye A = 0, en contradiccién con la inyectividad de A. Por tanto el polinomio
caracteristico de A tiene inicamente raices complejas, entonces el polinomio caracteristico debe ser
de grado par, y por tanto la dimensién de V' también.

Solucion 2. Usando el proceso de ortonormalizacién de Gram Schmidt construimos una base
ortonormal {Vi, Va,--- ,V,} de V', como para 1 <14, j < nse cumple que (A(V;), V) = — (Vi, A(Vj)),
concluimos que [A]; la representaciéon matricial de A respecto a {Vi, Vs, -+, V,,}, es antisimétrica.

Por tanto

det([A]) = det([A]T) = det([-A]) = —1"det([A]), (%)

donde 7 indica trasponer y n es la dimensién de V. Como A es biyectiva se cumple que det([A]) # 0,
esto junto con la ecuacién (), implica que n es par.



Problema 3. Afirmacion: Podemos suponer sin perder la generalidad que f es continua en 0.
En efecto si f no fuera continua, podemos considerar la funcién

g:[0,1] — (0,00) dada por

L siz=0
g($):{f(:n) siz>0

donde L =inf{f(t) € (0,00) | 0 <t <1} > f(0) > 0.
La funcién g asi definida es continua en 0 y satisface:

1 1 tni tni
/f=/g y / fz/ g VYneN, Vi<n.
0 0 tni—1 tni—1

Por el teorema del valor intermedio para integrales, Vn € N | Vi < n, 3 M,; tal que:
1. 0< f(0) < f(tnim1) < My < f(ti) < f(1)
2. % = ftt"" f=M,A,; , donde A = fol Fy Ani =tni —tni-1.

ni—1

Como f(0) > 0, tenemos que

0< A, = A < A
- " nM,,; — nf(0)
entonces
A
0< lim A,; < lim ——~ =0.

De esta manera si fijamos una 7 € N |
Ilm ¢, = lim Ap1+---+ A, =0.
n—oo n—oo
Usando que f es continua en 0 y que nh_{glo tn; = 0, concluimos que
F(0) < Mim My; < M f(tn;) = lim f(2) = f(0).
Por lo tanto

ltm M,; = £(0) > 0.

n—oo

M .
lim —™ =1.  Vi,j fijos.

n—oo nj




Como A,; = - entonces
7

_A
nM,
Ani

lim

n—oo

y por lo tanto

’ tni , An1+An2++Am
lim — = lim

=1
n—o0t,1 n—00 Anl

Problema 4. Sea L el nimero obtenido de concatenar los nuimeros del 1 al 2017, es decir,
L = 123...20162017. En L aparecen cada uno de los ntimeros del 1 al 2017. En ambos incisos
veremos que hay un nimero que comienza con L, lo cual es suficiente para deducir que la funcién
es 2017-amigable.

= Consideremos N como el nimero obtenido de concatenar L y cuatro ceros. Los nimeros N,
N+1, ..., N+2016 comienzan con L. Como son 2017 niimeros consecutivos, alguno de ellos es
multiplo de 2017, digamos N + j = 2017k. Esto muestra que f(n) = 2017n es 2017-amigable.

= Sea r un entero positivo para el cual

( DT - 201\7/5) -107/2017 5 9018,

Esto garantiza que en el intervalo abierto ( /107 L, 201\7/ 107(L + 1)) existe un entero posi-
tivo multiplo de 2017, digamos 2017¢. De este modo,

10"L < (20170)%°17 < 10"(L +1).

2017 2017

Esto garantiza que el ntimero (2017¢)
es 2017-amigable.

comienza con Ly que por lo tanto f(n) = (2017n)

Problema 5. Tomando x = 1,y = 0 se obtiene que

FED (L) = f(0)? =2 (1)

De donde f(—1)f(1) > 2, en particular f(—1) # 0 # f(1). Fijando y = 0 y dejando a x

variar, obtenemos f(0)f(x —1) — f(—1)f(z) = —2z. Fijando y = 1 y dejando a x variar obtenemos
F)f(x—1) — f(0)f(x) = 222 — 42 + 2. Entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

{f<o>f<x —1) = f(-1)f(z) = 22
f)f(x—1) = £(0)f(z) = 22% — 4z + 2.

De la ecuacién 1 sabemos que f(—1)f(1) — £(0)2 # 0, por lo que para cada z, el determinante
del sistema de ecuaciones anterior es distinto de cero y por lo tanto el sistema tiene solucién tnica
cuando se piensa a f(z) y f(x — 1) como incognitas. Mas aun, f(z) serd una combinacién lineal
de —2x y 22% — 4x + 2, cuyos coeficientes solo dependen de los valores f(—1), f(0) y f(1), por lo
tanto, f(x) es un polinomio de grado a lo més dos.

(2)



De la ecuacién original es claro que f(z) no puede ser un polinomio constante y por lo tanto
tiene al menos una raiz. Sea « una raiz, a no puede ser 0 ya que si lo fuera, sustituyendo z = 0
en la ecuacién inicial obtendriamos f(—1)f(y) = 2y, es decir f serfa una funcién lineal, digamos
f(x) = cz y sustituyendo esto en la ecuacién inicial para z = 1y y = 0 tendriamos que 0 = —c? — 2
lo que es absurdo, por lo que ciertamente o # 0.

Sustituyendo z = «, y = é en la ecuacién original, obtenemos que f(a —1)f (é) = 0, por lo
tanto alguno de los valores o — 1 o é es también una raiz del polinomio. Ademés, como ya vimos
que ni —1 ni 1 son raices, entonces o # é y claramente o # « — 1, por lo tanto f tiene dos raices
distintas. Como f es un polinomio de grado a lo mas 2 y ya vimos que tiene al menos dos raices,

entonces es de grado dos. De donde

f(z) =a(x — a1)(z — ag).
Sustituyendo en la ecuacién original x = aq,y = ag llegamos a que (ajag — 1)(a; — az) = 0.
Como oy # a, ajas — 1 =0y por lo tanto ajas = 1 . Utilizando lo apenas obtenido, al sustituir
T = —a1,y = —a9 en la ecuacioén original encontramos que

f(ma1 = 1) f(—a2) = f(—a2 = 1) f(—an),
usando que f(z) = a(z — aq)(x — ag) obtenemos
(=201 — 1)(—a; —ag — 1)(—ag — a1)(—2a3)
=(—a; —as — 1)(—2a9 — 1)(—201)(—1 — a2),
como ajag = 1, se tiene que ag + ag # 0, por lo que la ecuacién anterior se escribe como:
(—2a; — 1)(—a; —ag — 1)(—2a2) = (—a1 — a2 — 1)(—2a2 — 1)(—2a),

utilizando nuevamente que ajas = 1:

44+ 2a9)(—a1 —as — 1) = (—a1 — a2 — 1)(4 4+ 2a1),
o equivalentemente

(—a; —ag — 1)(ag—a1) =0

y como a1 # ag se concluye que ag + ag = —1.

De las férmulas de Vieta, dado que ya sabemos el producto y la suma de las raices de f(z)
obtenemos f(z) = a(x® + x + 1). Sustituyendo esto en la ecuacién original se deduce que a = 1,
por lo que la tinica funcién que satisface la ecuacién es

flz) =24z +1.

Problema 6. Podemos suponer que f(0) = 0, dado que las hipétesis y la conclusién se man-
tienen al restar una constante adecuada. En este caso ademads se tiene que |f(z)| < 1. Para cada
r,y € [0, 1] denotemos por a, ) la funcién lineal que une los puntos (z, f(z)) y (y, f(y)). Veamos
el siguiente lema.

Lema. Para cualquier € > 0 existe un 0 > 0 tal que para cualquier [z,y] C [0, 1] ocurre alguna
de las siguientes dos afirmaciones:



1. Vz € [z, y] se cumple que
1 f(2) = aay)(2)| < ely — 2|

2. J[2'y'] C [z, y] con |y — 2’| > |y — x| y tal que
f) = f@)) ‘f(y)—f(ﬂ«“)

y — y—x

‘—1—5.

Prueba. Supongamos que no ocurre (a). Demostraremos el caso en que f(z) < f(y), y
f(2) — gy > €ly — x|, los demds casos son andlogos. Bajo esta suposicién se tiene que

‘f(z) —J@)|_ )~ f@) | e +ely—2) = f@) _ fy) ), v
Z—x Z—T B Z—T Yy— Z—T
o S = f@) be,
Yy—x

donde la tltima igualdad se sigue de la regla de correpondencia de «, . Finalmente usando
que las pendientes de las funciones a, ,) son menores que 1 se puede mostrar que |z — x| > s‘xzéy'
lo cual asegura que podemos tomar § = §, y queda probado el lema.

Para demostrar lo requerido en el problema, apliquemos el lema de la siguiente manera: sea
e >0 ysean € N tal que ne > 1, entonces aplicando el lema n veces a cualquier intervalo
[, y], obtenemos en algiin momento un subintervalo [2/,y'] de longitud almenos ™|y — x| tal que
la pendiente de la recta entre (2/, f(2)) v (v/, f(¥/)) es al menos ne > 1 o Vz € [2/,y/] se tiene
que |y (2) = f(2)] < €2’ —y'], como la primera es absurda pues las pendientes estin acotadas
por uno, debe ocurrir la segunda. Empezando con este proceso para todo el intervalo obtenemos
[£1,y1]; un intervalo de longitud al menos k donde la gréfica se queda metida en la bara de radio ¢ al
rededor de la funcién lineal, repitiendo esto para [0, z1] y [y1, 1] obtenemos un nuevo par de intervalos
[x2,y2], [T3,y3] de tamano al menos kx1 y k|1 — y1]|, repitiendo este proceso podemos obtener una
cantidad numerable de intervalos, de forma que lo que falta cubrir del intervalo tiene medida de
Lebesgue menor que § (pues siempre vamos quitando medida positiva acotada inferiormente por
una constante), en este punto tomamos los rectangulos que cubren cada imagen de la funcién en
estos intervalos y en los demés puntos usamos una familia numerable de rectangulos de la forma

[ai, bi] x [—1,1]. Entonces la construccién es tal



