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Indicaciones
Espera la indicacién para voltear esta hoja. Mientras tanto, lee estas instrucciones

= Kl proceso selectivo de la IMC consiste de 4 examenes. Unicamente se consideraran los mejores
3 exdmenes de cada participante.

» Cada examen tiene una duracion de 4 horas y media. Hay media hora para realizar preguntas
acerca de los enunciados de los problemas.

= Cada problema vale 10 puntos y hay puntos por avances parciales. Después de cada examen
los resultados parciales seran publicados.

= Puedes llevarte esta hoja de problemas. Puedes llevarte tus hojas borrador, pero es recomen-
dable dejarlas pues puede haber puntos en ellas.

= Escribe las soluciones de los problemas en las hojas blancas. En la esquina superior derecha
de cada hoja escribe tu nombre (o iniciales) y el niimero de problema. Puedes usar ambos
lados de la hoja, pero no escribas méas de un problema en una misma hoja.

Cronograma 2015

= Primer examen selectivo: 21 de febrero
= Segundo examen selectivo: 7 de marzo
= Tercer examen selectivo: 21 de marzo
= Cuarto examen selectivo: 4 de abril

= Resultados finales: 8 de abril

= XXII IMC: 27 de julio al 2 de agosto



Examen selectivo D

Un matemdtico, como un pintor o un poeta, es un constructor de patrones. Si sus patrones son
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mds permanentes que los de aquellos, es por que estdn hechos de ideas.
G. H. Hardy, A Mathematicians Apology

Galois tiene cartas numeradas de 1 a 5. Las acomoda en una linea, de izquierda a derecha,
en algin orden. Noether puede ordenar las cartas para que queden (1,2,3,4,5) usando tres
transposiciones, pero no menos. ;De cudntas formas pudo haber acomodado las cartas Galois?

Nota: Una transposicion consiste en intercambiar dos cartas de lugar.
Un numero es afortunado si se puede escribir en alguna base como un nimero de cuatro

digitos iguales. Por ejemplo, 80 es afortunado pues escrito en base 3 es 22223. Encuentra el
mayor nimero afortunado que sea menor a 2000.

Se tienen n funciones cuadraticas f; : R — R de la forma f;(z) = a;z? + bjx + ¢; (para
i€{1,2,...,n}) con coeficientes reales (y a; # 0 para toda ¢). Las graficas de estas funciones
son n parabolas que sabemos que de dos en dos son tangentes. Muestra que las n parabolas
pasan por un mismo punto.

Nota. Dos parabolas son tangentes si hay un punto en el que se intersectan y en ese punto

tienen una recta tangente en comun.

Muestra que no existe un subconjunto A de R? para el cual sucedan las siguientes dos condi-
ciones simultaneamete:

» Para todo z € R, el conjunto B, = {y € R|(x,y) € A} es finito.
= Para todo y € R, el conjunto C, = {x € R|(x,y) ¢ A} es numerable.

Nota. Un conjunto A es numerable si A = (), o si existe una funcién suprayectiva de N a A.

Prueba que existen por lo menos 2005 enteros n1, na, . . . , Noggs tales que n?7 tiene exactamente
2005 digitos para toda i € {1,2,...,2005} y ademas tales que para cualesquiera dos indices
1y j se cumple que n?7 puede obtenerse a partir de n?7 permutando sus digitos.
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Examen selectivo D
Soluciones

Como cada aplicacién de transposiciones tiene su inverso, la pregunta es equivalente a ver
a cuantas permutaciones se puede llegar con tres transposiciones y no menos. Supongamos
que las tres transposiciones se hacen en {a,b}, {c,d} y {e, f}, en ese orden. Sea A = {a,b} U
{c,d} U{e, f}. Contaremos de acuerdo al nimero de elementos en A. Como a # b, entonces
|A| > 2.

» Si |A| = 2, entonces {a,b} = {¢,d} = {e, f} y por tanto la misma transposicién se
aplicé tres veces. Estos casos no cuentan pues se pueden obtener aplicando esa transpo-
sicién dnicamente una vez.

» Si |A] = 3, entonces sé6lo estan involucrados 3 elementos. Cualquier permutacién de 3
elementos se puede obtener con 2 transposiciones, asi que estos casos tampoco cuentan.

» Si |A| = 4, podemos elegir los 4 elementos involucrados de 5 formas. Digamos que son
{1,2,3,4}. De las 24 permutaciones de 4 elementos hay 15 con un punto fijo (y por lo
tanto les bastan dos permutaciones o menos) y 3 que usan transposiciones de la forma
{a,b}, {¢c,d} con a,b,c,d distintos. Las 6 permutaciones restantes son las que necesitan
tres transposiciones. Asi, en este caso tenemos 5 - 6 = 30 permutaciones.

» Si |A] = 5, de las tres parejas hay dos que se intersectan. Si la tercer pareja también
intersecta a alguna de las primeras, entonces |A| < 4. De esta forma, la tercer pareja
tiene que ser ajena a la unién de las primeras dos. Podemos elegir a esta pareja de
(g) = 10 formas.

Una vez determinada, los otros tres elementos necesitan una permutacion que requiera
exactamente dos transposiciones. Para 3 elementos hay 3! = 6 permutaciones, (g’) usan
una transposicién y una (la identidad) no usa transposiciones. Asi, quedan 2 permuta-
ciones que requieren 2 transposiciones.

Esto da en total 20 permutaciones en este caso.

Concluimos que hay 30 + 20 = 50 permutaciones que requieren exactamente tres transposi-
ciones. [

Llamemos X al nimero que buscamos. Como X es afortunado, tenemos que X = d(1 + b +
b% + b3 para algiin entero positivo b y para algiin entero d € {1,2,...,b— 1}. Sabemos que
b <1+b+b%+b° < X <2000.

Notemos que 132 = 2197, asf que b < 12. Notemos ademds que 1885 = 1 + 12 4 122 + 123 es
afortunado, pues en base 12 tiene cuatro digitos iguales a 1. Como X es el mayor niimero,
tenemos que

1885 < X < b — 1.

Como 6* = 1296 < 1885, entonces b > 7. Notemos que para b = 7,8,9, 10,11 el valor de la
expresion 1+b+b%+b? es respectivamente 400, 585, 820, 1111, 1464. Ninguno de estos nimeros
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tiene multiplos en el intervalo (1885,2000), y esos multiplos serfan los tunicos candidatos
afortunados. De este modo, el nimero afortunado méas grande es 1885. 0

Sea P; la parabola correspondiente a f; (parai € {1,...,n})y P ={P, P,,...,P,}. Parauna
parabola P denotaremos con PT a la regién del plano que queda por arriba de P (incluyendo
a P).

Lema Si P; y P; estdn en P, entonces
PiJr - Pj+ o bien PZ.Jr - Pj‘.

Demostracion Tomemos dos parabolas en P. Ya que las pardbolas son tangentes, tenemos
que f;(t) = f;(t) para algin real t y ademads las derivadas coinciden en ese punto, es decir
fi(t) = f(t). Asi, t es una raiz doble del polinomio (f; — f;)(t) que es de grado a lo mds dos
y por lo tanto

(fi = fi)(8) = c(z = 1)*.

De esta forma, dependiendo del signo de ¢, tenemos que o bien f;(t) > f;(¢) para todo real ¢
o bien f;(t) > fi(t) para todo real t. Esto implica la afirmacién del lema.

O
Por el lema, podemos reordenar las etiquetas de las pardabolas de P de modo que
PrCPfCPfC...CP.

Tenemos que P; debe tocar a P, digamos para x = ¢. Entonces:

fi(t) < fo(t) < f3(t) < ... < fau(t) = f1(D).

Asi, se debe cumplir la igualdad en toda la cadena y por lo tanto el punto (¢, g1(t)) estd en
todas las parabolas. O

Definamos A, como el complemento de C, es decir

Ay ={z eR|(z,y) € A}.

Procedamos por contradiccién, suponiendo que B, es finito para todo x € Ry R — A, es
numerable para todo y € R. Afirmamos que

(@

(R—A,) #0.

1

y=1 Y

En efecto, a R le estamos quitando Uzil (R—A,), el cual es una unién numerable de conjuntos

numerables. Como R es no numerable, entonces deben sobrar elementos.
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Tomemos x en ﬂ;ozl Ay. Esto quiere decir que {1,2,3,...} C B,. Pero esto es una contra-
diccién, pues habiamos supuesto que cada B, era finito. Esto muestra que no hay conjuntos
como los requeridos. ]

Primero daremos una estimacion de cuantos tipos de ntimeros existen con 2005 digitos salvo
una permutacion de sus digitos. Cada tipo queda determinado por ag, a1, ..., ag, donde a; es
la cantidad de digitos ¢ que se usan y ag+. ..+ ag = 2005. De este modo, la cantidad de tipos
de nimero es a lo mas el nimero de soluciones para ag + ...+ ag = 2005, con z; < 0 para
i€{0,1,...,9}, el cual es

2005 + 9 2014
< 9+ > = ( o ) < 2014° < (10%)? = 103,

Ahora estimaremos cudntas potencias 27—ésimas tienen 2005 digitos. Tenemos que n?” tiene
2005 digitos si y s6lo si

2004 2005
102004 < n27 < 102005 PN 1027 <n <1027 .

. . 2005 2004 , . .,
Ese intervalo para n tiene al menos 10727 — 10727 elementos. Ademas, usando la estimacion
de Taylor e* — 1 > z, tenemos

2005 2004 2004 1 2004 log(10)
1027 — 10 27 = 10 27 (1027 — 1) = 1027 (6 27 — 1)
2004 log(10) log(10)

10727 . ==/ 174‘7 172 2 _136'
> 1027 27>0 27>0>0050

De esta forma, tenemos al menos 2005 - 1036 potencias 27—ésimas de 2005 digitos repartidas
en a lo més 1036 tipos de niimeros. Por el principio de las casillas debe haber al menos 2005
de ellas con el mismo tipo, que es precisamente lo que queriamos mostrar.

O]



