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Introduccion

Una manera clasica de plantear para una grafi-
ca bipartita el problema de emparejamiento que
sature a un lado de la particion es la siguiente.
Pensemos que tenemos un grupo de chicos y chi-
cas. A cada chica le gustan algunos chicos. Las
chicas de este grupo se quieren casar de modo
que cada una se case con un chico que le guste y
que a chicas distintas les toquen chicos distintos.
; Cuando se puede esto?

El teorema del matrimonio de Hall da una con-
dicién necesaria y suficiente: que para cada sub-
conjunto S de chicas en total les gusten al menos
S| chicos [1].
Ahora imaginemos que entre los chicos hay al-
gunos que estan peleados. ;Qué sucede si ade-
mas de la condicion de gustos requerimos que
los chicos que queden casados sean amigos entre
si?” En este trabajo encontramos una condicién
tipo Hall para garantizar la existencia de este
emparejamiento.

Algunas definiciones

= Un conjunto de vértices es independiente
s1 no tienen aristas entre ellos.

Una grafica es bipartita si sus vértices se
pueden dividir en dos conjuntos indepen-
dientes.

Al tamano de un independiente maximal
se le llama numero de independencia.

La Sy -estrella es la grafica bipartita com-
pleta K7 .

Una grafica es Sy -estrella libre si no tiene
a &) como subgrafica inducida.

La S7-estrella
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Resultado principal

Supongamos que tenemos k chicas. Para plantear el problema de manera un poco mas limpia olvida-
remos que tenemos una grafica bipartita y inicamente nos concentraremos en considerar la “grafica
de enemistad” G de los chicos. Dentro de esta grafica definiremos S;, (: = 1,2,...,k) como el con-
junto de chicos que le gustan a la chica 2. Lo que queremos entonces es elegir un elemento de cada 5;
de modo que sean distintos y formen un conjunto independiente en G. A un conjunto asi le llamamos
un independiente heterocromdatico.

El siguiente resultado dice que si GG es “bien portada”, entonces tenemos un resultado tipo Hall:

Teorema 1. Si G es Sy-estrella libre y para cada 8 C |k| la grdfica inducida por |
numero de independencia al menos

ics S; tiene

(1Bl —1)(A—=1) +1,

entonces existe un conjunto independiente heterocromadtico.

La prueba es topoldgica. Utiliza el lema de Sperner. El esbozo es el siguiente.

1. Se considera el simplejo k¥ — 1-dimensional Ay.

2. Se triangula Ay “adecuadamente” lo cual es posible por un resultado de Haxell y Aharoni |2].
3. Se etiqueta de manera especial la triangulacién con parejas (i,v) con v € 5.

4. Se aplica el lema de Sperner en las i—coordenadas.

5. El simplejo heterocromatico dado por el lema de Sperner corresponde a lo que buscamos.

Un corolario geométrico: Discos unitarios en el plano

El Teorema 1 tiene una variedad de aplicaciones en contextos en los cuales queremos encontrar una
coleccion de objetos heterocromatica de modo que ademas sus elementos satistagan alguna relacion
que se verifique de dos en dos elementos.

Un ejemplo interesante de esto es considerar discos unitarios en el plano. Supongamos que tenemos
discos de tres colores como en la figura de la izquierda. ;QQué tenemos que pedir a la cantidad de
discos que tenemos de cada color para poder encontrar un conjunto heterocromatico de discos ajenos

como en la figura de la derecha?”
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Para resolver el problema con una cantidad arbitraria de colores, consideraremos la grafica G en donde
los vértices son los discos unitarios del plano y dos vértices tienen arista si los discos correspondientes
se intersectan. Esta grafica es Sg-estrella libre, lo cual se puede verificar a través de un argumento
geométrico sencillo. A partir de esto, podemos aplicar el Teorema 1 y obtener el siguiente resultado:
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Teorema 2. Supongamos que tenemos discos de n colores, y que cada que tomamos k colores hay
bk — 4 discos ajenos en la union de esos colores. Entonces hay un conjunto de discos ajenos, uno de
cada color.

El Teorema 2 puede ser generalizado para bolas unitarias en R%. Consideramos x(d) como el maximo
ntimero de (d — 1)-esferas ajenas en R? que pueden ser tangentes a una d — l-esfera unitaria fija.

Teorema 3. Sean k y d enteros positivos y S1, Sa, ..., Sk algunos conjuntos de bolas unitarias en
RY. Si para cada B C [k] tenemos al menos x(d)(|3] — 1) + 1 bolas disjuntas dos a dos en Uics S;
entonces podemos encontrar un conjunto heterocromdtico de bolas unitarias ajenas.

A k(d) se le conoce como kissing number y ha sido estudiado previamente en la literatura [3].



