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Instrucciones

Lee con cuidado estas instrucciones antes de comenzar el examen.

En cada hoja, en la esquina superior derecha, debes indicar tu nombre (o iniciales), el ntimero
de problema en el que estas trabajando y el nimero de hoja.

Responde a las preguntas justificando cada uno de tus pasos. Cada problema se califica sobre
10 puntos y se daran puntos parciales por avances hacia la solucién de un problema.

Recuerda que no puedes usar calculadoras, teléfonos celulares, tablas, libros, apuntes, etc.
Tienes 4 horas y media para resolver el examen.

Los resultados se daran a conocer en el transcurso de la semana por correo electrénico.



Problemas

. (10 puntos) Sea a un ntimero real tal que los niimeros 202 + 3a + 1y 6a° + 1102 + 6a + 1
son racionales. Muestra que a también es racional.

. (10 puntos) Considera una sucesién de reales {x;} tal que para toda i se tiene 0 < z; < 1
y tal que Y ;2 x; converge. En una circunferencia de didmetro 1 tenemos una cuerda A;B;
de longitud x; para cada entero positivo ¢. No hay dos cuerdas que compartan un mismo
extremo. ;Serd posible que para toda pareja de enteros positivos ¢ y j se tenga que la cuerda
A;B; y la cuerda A;Bj se intersecten?

. (10 puntos) Un tablero consiste de n filas y 10 columnas. Cada cuadrado de este tablero tiene
un digito (un entero de 0 a 9). Sucede que para cada fila A y para cada par de columnas B y
C existe una fila que difiere de A exactamente en las columnas B y C. Muestra que n > 512.

. (10 puntos) Una sucesién estd construida como sigue. Se toma un valor ag en el intervalo
[0,1]. Paran > 1 se define a,, 1 = 8a; —8a2 + 1. Muestra que existe una infinidad de valores
de ag para los cuales la sucesién {a,} converge.

. (10 puntos) Sean A, B y C matrices de 2 x 2 con entradas reales. Supongamos que AB = BA,
AC = CA pero BC # CB. Muestra que A es de la forma Al con [ la matriz identidad y A
un real.

. (10 puntos) Para un entero positivo n definimos S, = 1! 4+ 2! 4+ ... + n!. Muestra que existe
un entero positivo n tal que S, tiene un divisor primo mayor a 10294,



Soluciones

1. El polinomio 2a% +3a+1 se factoriza como (a+1)(2a+1). El polinomio 62+ 11a2 + 6a + 1
se factoriza como (a+1)(2a+1)(3a+1). Si (a+1)(2a+1) =0, entonces « = —1 0o @ = —3,
y entonces es racional. De otra forma, tenemos que

(a+1)(2a+1)3a+1)
(a+1)(2a+1)

Ja+1=

es cociente de racionales y por tanto es racional. De esta forma, 3a es racional y por tanto «
lo es. O

2. Mostraremos que no es posible que cualquier par de cuerdas se intersecten. Consideremos
los segmentos A1 By y A2Bs. Si no se intersectan, entonces ya encontramos dos segmentos
que no cumplen. En otro caso, se intersectan y definen cuatro cuerdas Ay Ao, A1Bs, B1As y
B1B5. Sea € la longitud de la cuerda més corta entre éstas. De esta forma, cualquier cuerda

de la circunferencia que tenga longitud menor a € no puede intersectar tanto a A; By como a
AQBQ.

Por otro lado, como la serie de longitudes converge, tenemos que limy,_,~ x, = 0, y por tanto
existe un entero N tal que xy < €. De esta forma, es imposible que Ay By intersecte tanto
a A1 B como a AsBs. O

3. Vamos a llamar a la primer fila Fj. Consideremos un subconjunto de {1,2,...,10} que tenga
una cantidad par de elementos, digamos ¢; < ¢z < ... < ¢c2;n,. Vamos a dar un procedimiento
para asociar una fila especial a este subconjunto.

Primero consideremos la fila I} que difiere de Fy exactamente en las columnas ¢; y ¢o. Luego
consideremos la fila F5 que difiere de F exactamente en c3 y ¢4. Seguimos asi sucesivamente
hasta encontrar la fila F,, que difiere de F},,_1 exactamente en co;m—1 v Com. Esta fila I,
es la que le asociaremos al subconjunto. Notemos que F;, difiere de Fj exactamente en las
columnas c1, s, ..., com, de modo que distintos subconjuntos nos dan distintas filas.

Para terminar, notemos que hay (100) + (120) 4+ ...+ (}8) = % = 512 subconjuntos de
{1,2,...,10} que tengan una cantidad par de elementos y por tanto al menos hay esa cantidad

de filas. O

4. Vamos a utilizar la siguiente férmula, la cual se obtiene de la férmula de De Moivre, de
considerar las partes reales y de reemplazar todos los sin? o por 1 — cos? a (o bien aplicando
dos veces la férmula para el doble coseno):

cos(4a) = 8cos*(a) — 8cos?(a) + 1.

Como en el problema tenemos ag en [0, 1], entonces existe « tal que ay = cos(a). Notemos
que por la formula enunciada, a; = cos(4a), e inductivamente se puede probar a,, = cos(4"«).
Para finalizar el problema basta encontrar una infinidad de valores de o que hagan que la
sucesién converja. Pero, por ejemplo, tomando o = J; para cualquier entero j tenemos que
4" es un multiplo par de m para n > j 4+ 1 y por tanto a partir de a;y1 la sucesién es
constantemente 1 y por tanto converge. O



5. Denotamos por M espacio vectorial de las matrices de 2 x 2 con entradas reales.

Lema Si A € M es una matriz tal que AX = XA para toda X € M, entonces A es un
multiplo real de la identidad.
a b
=(00)

> y comparando entrada a entrada obtenemos

Demostracion Supongamos que

. Aplicando la hipétesis a la matriz < 8 é

que a = d y que ¢ = 0. Aplicando la hipétesis a < (1] 8 > obtenemos b = 0. Entonces
A=al.

Vamos a probar el siguiente enunciado, el cual es equivalente al problema: si AB = BA,
AC = CA y A no es un multiplo de la identidad, entonces BC = CB. Consideremos la
funcién f : M — M dada por f(X) = AX — XA. Esta es una funcién lineal y ker f
son precisamente aquellas matrices que conmutan con A. Como A no es un multiplo de la
identidad, el lema nos dice que dim(ker f) # 4. Sabemos que I, A, B,C € ker f y como
dim(ker f) < 3, estas matrices son linealmente dependientes, asi que existen reales w,z,y, z
no todos cero tales que

wl +2xA+yB+ 2C =0.

Siy=2z=0, entonces wl + A = 0. Dentro de este caso, si x # 0, entonces ya pusimos a A
como multiplo de la identidad (contradiciendo que no lo es). Por otro lado, si z = 0, entonces
w = 0, pero esto contradice que no todos w, x,y, z son 0.

De esta forma, y # 0 o z # 0. Analizaremos y # 0 pues el otro caso es andlogo. Con

esta hipdtesis, podemos escribir B = —W. Pero como I, A y C' conmutan con C,
tendriamos que B conmutaria con C', como queriamos. ]

6. Vamos a suponer que no existe un entero n como el que pide el problema. Para encontrar
una contradiccién definiremos algunos términos.

Para un primo p y un entero positivo n denotamos por v,(n) como el exponente de p en la
factorizacién en primos de n. Diremos que un primo p < 102014
{vp(Sn)}22, no es acotada. Como estamos suponiendo que ningin S, tiene un factor primo
maés grande que 102°M y S, — oo, entonces existe al menos un primo grande.

es abundante si la sucesion

Ahora vamos a entender cémo estan relacionados vp,(Sp+1) y vp(Sn).

Lema Para cualquier primo p y entero positivo n se cumple lo siguiente:

o(5n) 5 1p(Sa) < vpl(n+ 1)),
Vp(Sny1) = § vp((n+ 1)) si vp(Sy) >
Algo > 1,(Sy)  si 1(Sn) = vp((n+ 1)).

La demostracién del lema se hace observando que S,+1 = S, + (n + 1)! y factorizando
la méxima potencia de p posible en cada sumando. Con la ayuda de este lema podemos



entender algunas desigualdades para primos abundantes. Especificamente, con la ayuda del
lema podemos mostrar que si p es un primo abundante, entonces v,(S,) > vp((n + 1)).
En efecto, si para alguna n se cumpliera lo contrario, entonces caerfamos en el primer caso
del lema, de donde vp(Sp41) = vp(Syn), v ademds vp(Sp41) = 1p(Sn) < vp((n + 1)) <
vp((n + 2)!). De esta forma, caerfamos de nuevo en el primer caso y entonces podriamos
mostrar inductivamente v,(Sy,) = v,(Sn+1) = Vp(Sn+2) = ..., contradiciendo que p es un
primo abundante.

Vamos a mostrar una cosa mas: que si p es un primo abundante que divide a n 4 2, entonces
vp(Sn) = vp((n + 1)!). De nuevo usamos el lema. Si no sucediera esto, estarfamos en el
segundo caso, y por tanto pasamos de vp(Sy) a vp(Sp41) = vp((n+1)!). Pero como p divide a
n+ 2, tendriamos que v,((n+2)!) > v,((n+1)!) = 1,(Sp+1), contradiciendo lo que probamos
en el parrafo anterior. Como p divide a n 4 2 entonces no divide a n + 1 y concluimos que
vp(Sn) = vp((n+ 1)!) = pp(nl).

Ya tenemos todas las herramientas para construir una contradiccién. Los primos menores a
10291 que no son abundantes tienen sus exponentes acotados para los S,,. Sea M el maximo
de todos estos exponentes. Tomemos N de modo que:

e N + 2 sea miltiplo de todos los primos abundantes y

e N sea suficientemente grande como para que v,(N!) > M para todo primo que no sea
abundante.

La primera condicién nos garantiza que v,(Sy) = v,(N!) para todo primo abundante p y la
segunda nos garantiza que v,(Sy) < vp(N!) para todo primo no abundante p. Entonces como
primo a primo gana el exponente de N!, tendriamos que N! > Sy =11+...+ N! > N!y por
tanto tenemos una contradiccién. O

Nota: En el problema nunca usamos 102914 de manera especial, asi que se puede probar un
resultado similar para probar que existen primos arbitrariamente grandes que dividen a algtin
Sn. En particular, esto es una demostacion alternativa de que existe una infinidad de primos.



